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v+ -1
En remarquant que y = /(x(1 —x) < -0 2 % (ou par le graphe
y >
de f),ona
. ! o . ) 1 1 =n
nlgr;lo Xp = /0 \/ (x(1 — x)dx = l'aire du demi-cercle centré en (E’O) et de rayon 7= %

2.31 Exercice Montrer que chacune des expressions mises en jeu ci-dessous peut s’interpréter
comme une somme de Riemann. Identifier chaque fois la fonction qui permet une telle
interprétation. Calculer alors les limites dont il est question.
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2.2 Propriétés de I'intégrale de Riemann

Les propriétés de I'intégrale des fonctions en escaliers sur [a, b] (qui sont énoncées en
Proposition 1.13) se généralisent aux fonctions Riemann-intégrables sur [a, ], en parti-
culier R([a, b]) est un espace vectoriel sur R et I'application I : R([a, b]) — R définie
par I(f) = / f(x)dx est une forme linéaire compatible avec 1’ordre partiel sur les fonc-

a
tions.

2.32 PROPOSITION
Soient f, ¢ € R([a, b]). Alors :
b

b b
O) f+geR(la, b)et [ (F+)midt= [ fedt+ [ gz
(ii) Pourtoutréel A, A-f € R([a, b]) et /b()\ ) (x)dx = A- /bf(x)dx.
(iii) Si f >0, alors /b f(x)dx > 0.
ub b
Sif>g, alors/ fx)dx > / g(x)dx.
b b

(iv) Si f = g sauf en un nombre fini de points de [a, D], / f(x)dx = / g(x)dx.

b c b
(v) Relation de Chasles:Pour toutc €]a, b], ona:/ f(x)dx :/ f(x)dx+/ f(x)dx.

c b
Ci-dessus, la quantité / f(x)dx(resp. / f(x)dx) désigne l'intégrale de la restric-
a Cc

tion de f au segment [a, c] (resp. [c, b]). Cette relation s‘appelle relation de Chasles
pour les éléments de R ([a, b]).

Démonstration: (i) Il existe des suites (uy,), (v,), (iy), (7,) de fonctions en escaliers sur
b
[a, b] telles que : u, < f < v, et lim (vn — uy)(x)dx = 0.

n—+oo Jq

b
e < g < Uyet nl_lgloo : (T — 1in)(x)dx = 0.
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b
Onendéduitque: (u,+1i,) < f+g < (v, +7,) et 1_1&1 / [(Vn+Tn) — (Up + iy | (x)dt =
n © Ja

0 d’apres les propriétés de l'intégrale sur £([a, b]). Par suite, f + g est Riemann-
intégrable sur [a, b] et des inégalités :

IN

./a'bun(x)dx < ./a'bf(x)dx
b

A
/uh i (x)dx < /u g(x)dx < /ﬂb

vy (x)dx
n(x)dx

A
D

on obtient que :

/b(un +1y,)(x)dx < /bf(x)dx + /bg(x)dx < /b(vn + Ty ) (x)dx

et comme :

/ab(un—i-u”n)(x)dx < /ab(f—i-g)(x)dx < /ub(vn—i-ﬁn)(x)dx

on déduit que :
b

[ @i ([ feoaes [ san) < tim [T+ - (ot a)@dx =0

n—+o0 Jq

Par suite, /ab(f+g)(x)dx = /abf(x)dx + /ab g(x)dx.

(ii) Se démontre de maniére analogue.

(iii) Soit f > 0.Siu € £([a, b]) vérifie u < f alors la fonction u définie par: u,(x) =
max(u(x), 0), x € [a, b], est encore en escalier sur [a, D] et vérifie u+ < f = f,.

b
Par suite, de la définition de l'intégrale / f(x)dx, on obtient que
a

0< /ub uy(x)dx < /abf(x)dx,

Compte-tenu de (i) et (ii), si f > g alors

[ fx— [ stax = [ (7(0) — gtxnax >0

(iv) Soient f et ¢ deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que f = g sauf en
un nombre fini de points de [a, b]. En posant h = f — g, d’apres (i) h est Riemann-
intégrable sur [a, b] et nulle sauf en un nombre fini de points. On doit montrer que

b
/ h(x)dx = 0. Or une telle fonction i € £([a, b]) et, d’apres la relation de Chasles,
a
b
il est immédiat que / h(x)dx = 0.
a

(v) Soit ¢ €]a, b[. Notons fj et f; les restrictions de f aux segments [a, c] et [c, b]. On
va montrer que f et f, sont Riemann-intégrables sur [a, c] et [c, D] respectivement.
Par hypothese, pour tout € > 0, il existe des fonctions u, ve € E([a, b]) telles que :

b
ue < f < ve et / (ve —ue)(x)dx < e.
a

Notons ul, vl et u2, v2 les restrictions de ue, ve aux segments [a, ] et [c, b]. On a

donc: ul, vl € £([a, c]) etu?, v2 € E([c, b]) et:
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ul < fy <olsura, cJetu? < f, <v?surlc, b].
En outre :

/h(ve —ue)(x)dx = /C(v€ —ue)(x)dx + /h(ve —ue)(x)dx

= [ty [0 i) e

On en déduit (puisque / (v} —ul)(x)dx > 0et / (02 — u2)(x)dx > 0) que:
Ja P

c

/C(v}g —ul)(x)dx < eet /b(vg —u?)(x)dx <e.

Par suite, f1 et f, sont Riemann-Intégrables sur [4, c], [c, D] respectivement.
Et, des inégalités :

IN

/ﬂcui(x)dx < /acfl(x)dx /[:vi(x)dx
/Chug(x)dx < /bez(x)dx < /vag<x)dx

on déduit que :

/ub ue(x)dx < /acf1(x)dx+/cbf2(x)dx < /abvg(x)dx

et, conmme on a aussi :

/ab ue(x)dx < /abf(x)dx < /ab ve(x)dx

on obtient que :
\/ab(f)(x)dxf(/acfl(x)dx+/chf2(x)dx)| < /abve(x)dxf/abue(x)dx <e

2.34 Exercice Soit f : [a, b] — R une fonction continue et positive. On pose m := sup{f(x);x €
[a, b]}. Prouver que :

n—00

lim (/abf(x)"dx)i =m.

2.35 Exercice Soit f : [0,1] — R une application strictement croissante telle que f(0) = 0 et

f(1) = 1. Calculer :
1
lim [f(x)]"dx.

n—oo Jo

1
2.36 Exercice Soit f :[0,1] — R une fonction continue telle que / [f(x)]"dt ne prenne qu'un
0

nombre fini de valeurs lorsque n décrit IN.
1
1) Montrer que / [f (x)]*"dt ne prend qu’un nombre fini de valeurs lorsque n décrit N.
Jo

2) On suppose qu'il existe xg € [0, 1] tel que [f(x0)]? > 1. Trouver une contradiction.
3) On suppose que f2 : [0,1] — [0,1] n’est pas la fonction nulle ou identiquement 1.

1
En examinant la suite (u,),cN Obtenue en posant u, = / f(x)?"dt, trouver une
0

contradiction.
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4) Déduire de ce qui précéde que f = —1 ou f = 0 ou bien f = 1.
En fait, le point (v) de la Proposition 2.32 admet une réciproque :

PROPOSITION
Soient a < ¢ < b trois nombres réels, et soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, |
etsur [c, b]. Alors, f est Riemann-intégrable sur [, b] eton a:

/ﬂbf(x)dx = /ucf(x)dx—i— /be(x)dx.

Démonstration: 11 suffit, d’apres la proposition précédente, de montrer que f est Riemann-
intégrable sur [a, b].

Soit € > 0. Les restrictions f; et f, de f a [a, c] et [c, b] étant Riemann-intégrables, il
existe ul, vl € £([a, c]), u?, v € E([c, b)) telles que :

o
ut< fi<ol, [(ol—ub)xdx<e

et
b
< fp<o [ (@2 ud)(xdx<e
C

Soient ue, ve € E([a, b]) définies par :

1 .
| ugsitea, ]
te (x) = { u?sit €lc, bl

1 .
| vgsit € [a, ]
on(x) = { v2sit €]c, b

Onadonc: ue < f < ve sur [a, b]. De plus, grace a la relation de Chasles on a :
b c b
/ ue(x)dx = / ul(x)dx + / uZ(x)dx
a a c

/ﬂb ve(x)dx = /ac ol (x)dx + /Cb 02 (x)dx.

b
Par suite, / (ve — ue)(x)dx < 2 €, ce qui prouve que f est Riemann-intégrable sur
a

[a, b]. [ |

Afin d’étendre cette relation de Chasles au cas ot les réels a, b et ¢ sont dans un
ordre quelconque, on conviendra de , pour f Riemann-intégrable sur un segment [a, b],

o p p
/ f(x)dx = —/ f(x)dxsiwa, B € [a, b] aveca < ﬁet/ f(x)dx =0sia = B.
B i3 o
Avec cette convention, il résulte des propositions 2.32 et 2.37 :

PROPOSITION
Relation de Chasles Soient f : [4, b] — R une fonction Riemann-intégrable et a, B, 7y
trois points de [a, b]. Alorsona:

/ T F(x)dx = / P F)dx+ /5 " F(x)dx.

Démonstration: Traitons par exemple le cas « < ¢ < B. D’apres la proposition 1, les res-
trictions de f aux segments [«, 7|, [«, B] et [y, B] sont Riemann-intégrables et d’apres la
proposition 2 :

/ff(x)dx—/;f(x)dx—k/ff(x)dx
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. /:f(x)dx = /f f(x)dx — /ff(x)dx

et, d’apres la convention adaptée :

—/ff(x)dx+/l:f(x)dx..

Autres exemples de fonctions Riemann-intégrables : les fonctions continues par mor-
ceaux

DEFINITION (FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)

On dit qu’une fonction f : [a, b] — R est continue par morceaux s'il existe une subdivi-
siono = {xp =a < x1 < ... < x, = b} de[a, b] telle que la restriction de f aux in-
tervalles |x;, x;1[ soit continue et admette un prolongement par continuité sur [x;, x;1]
(i.e.: que fl]x;, xit1[= fi|]xi, xiy1[avec f; : [x;, x;11] — R continue, ce qui revient a dire
que f admet une limite a gauche en x; et une limite a droiteen x; 1, i € {0, ..., (n —1)}

Il résulte alors de ce qui précede que :

PROPOSITION
Soit f : [a, b] — R une fonction continue par morceaux. Alors, f est Riemann-intégrable
sur [a, bl et,sic = {xgp =a < ... < x, = b} est une subdivision adaptée a f, f; :

[xi, x;+1] — R un prolongement continu de f a [x;, x;,1],0ona:
b =l exig
/ fx)dx =Y / Fi(x)dx.
a i=0 7Xi
EXEMPLE. Soit f(x) = [x] : [0,3] — R ou [x] désigne la partie entiere du réel t. Alors f

3
est continue par morceaux sur [0, 3], et son intégrale / f(x)dx est égale a 3.
0

Exercice Soit f:[0,1] — R une fonction continue par morceaux. Trouver une suite (gn)neN
de fonctions en escaliers telle que :

tim [ f()gn(0)dx = f(04).

n—o0

PROPOSITION (PROPRIETE DE LA MOYENNE.)
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable, et soient m, M € R tels que :

Vtela b],m< f(x) <M.

Alors : ,
m(b—a) < / Flx)dx < M(b—a).

Démonstration: Cela résulteimmédiatement du point (iii) de la proposition 2.32 avec g(x) =
meth(x) =M, x € [a, b]. n

REMARQUE
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], on sait que f est alors bornée sur [a, b] et on peut
prendre

m= inf ]f(x) etM= sup f(x).

x€la, b x€la, ]
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Dans le cas particulier ot f : [a, b] — R est continue, on peut préciser davantage ce
résultat :

PROPOSITION ( FORMULE DE LA MOYENNE)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que :

i [ f = (o).

Démonstration: La fonction f étant continue sur le segment [a, b] est bornée sur [a, D] et
atteint ses bornes.
Soient m = inf f(x) = f(c1) et M = sup f(x) = f(c2), ¢1, 2 € [a, b]. Par
x€la, b] tela, bl

1 b
suite, d’apres la proposition précédente, le nombre - / f(x)dx appartient au seg-
- a

ment [m, M| = [f(c1), f(c2)]. Et, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

o [ = (o)

Il résulte aussi de cette méme proposition2.32 que I'on a :

¢ € [c1, c2] C [a, b] tel que:

THEOREME
Soient f, g € R([a, b]). Alors max(f, g) etmin(f, g) sont Riemann-intégrables sur [a, b]

et ona‘max(/ f(x)dx / g(x)dx) < /abmax(f(x), g(x))dt
mm/ f(x)dx, /bg _/bmin(f(x), g(x))dt.

Démonstration: Tout d’abord, il est facile de vérifier que si «, § sont deux nombres réels

alors :
wtp o pl wtpJa—pl
2 2 2 2

max(a, B) = et min(a, B) =

En particulier, on a :

max(f, g) = f%wLL;g‘ =g+%+7‘f;g| =g+ max(f—g, 0)

et
min(f, g) = —max(—f, =g).

Il suffit donc de montrer que si f € R([a, b]), alors f1 = max(f, 0) € R([a, b]).
Or si f est Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe ue, ve € E([a, b))
telles que :

ue < f < veet/ e — Ue)(x)dx < e.

Les fonctions u} = max(u, 0) et v = max(ve, 0) sont encore en escaliers sur [a, b] et
vérifient :

car:

1 1
v —ul = = (ve —ue) + = (|ve| — |uel)
2 2
et
[ve| — ue| < [|ve| — |ue|| < [ve —ue| = ve — ue

d’ott: v} — u} < ve — ue. Par suite, f; est Riemann-intégrable sur [a, b].
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2.52 REMARQUE
Il résulte des expressions max(f, g) et min(f, g) données dans cette démonstration
que si f et g sont continues en un point ty € [a, b], il en est de méme de max(f, g)

etmin(f, g).

2.53 COROLLAIRE
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors f1 = max(f,0), f- = min(f,0) et |f| sont
Riemann-intégrables sur [a, b] et, de plus:

] [ seax| < [ ifia

Démonstration: Comme |f| = f — f_, il résulte du théoréme précédent quesi f € R([a, b]),
alors |f| € Rla, b]. Par ailleurs, puisque —|f| < f < |f|, on obtient que :

[ < [ pooax < [

c’est-a-dire :

[ st < [ Ifiwax

2.55 EXEMPLE (UN CONTRE-EXEMPLE). En général, |f|, f+ ou f_ riemann-intégrable n’en-
traine pas que f le soit. Par exemplessi f : [0,1] — R définie par :

1 sixeQnN01]
flx) = {—1 six 2 QN[01]

Alors f n’est pas Riemann-intégrable sur [0,1] ( car f = 2¢ — 1 voir I'exemple 2.4), et
cependant | f| = 1 est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Autres exemples de fonctions Riemann-intégrables

2.56 PROPOSITION
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée telle que pour tout ¢ € [a,b[, f € R([a,c]).

Alors f € R([a, b]) et /abf(x)dx = Cligl /acf(x)dx

Démonstration: Soit M un majorant de |f| sur [a, b] et soit € > 0. La fonction f est inté-
grable sur [a, b— ﬁ], donc il existe deux fonctions en escalier u, et ve, telles que, pour
tout x de [a, b — y3r]

ue(x) < f < ve(x),

et

b— T
[T e f < 5

[ ve(x) six€a, b— ﬁ]
CDE(’“)_{ M six€lb— yig, b]
Posons ) 0, b e )
_Jouelx) sixela, b— syo7
et q)E(x) - { -M six E]b— ﬁﬂ’ b]
Pour tout x de [a, b], ona

p(x) < f(x) < P(x),
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et, d’apres la relation de Chasles,

1@c—90) = [T @ go@ir+ [ (@ go)(x)ax

2M+1

b

€
= (Pe — @e)(x)dx + 2M —.
/h2M€+1 2M + 1

D'owt . .
(@, — @) <2 _
(Pe = ge) < 2Moym =+ opr 1

Il en résulte que f est Riemann-intégrable sur [a, b]. Alors, sib — g < c <b,

€.

‘/abf(x)dx—/acf(x)dx

- ’ /.: ! Fx)d

< [ I,

donc

|/abf(x)dx—/ﬂcf(x)dx| <M(b-o) <M <c.

Il en résulte que

/:f(x)dx ~ lim l/a'cf(x)dx.

2.58 REMARQUE
On peut écrire un résultat analogue en inversant les roles des bornes a et b.

On appliquant la proposition dans chaque intervalle dont les extrémités sont des points
de discontinuité on obtient :

2.59 COROLLAIRE
Toute fonction f : [a,b] — R bornée et qui a au plus un nombre fini de points de discon-
tinuité est Riemann-intégrable sur [a, b].

2.60 EXEMPLE. La fonction fonction f : [0,1] — R définie par

~ Jcos 1) six€]0,1]
f(X)_{lo ( ) six=20

est Riemann-intégrable sur [0, 1], puisqu’elle est continue sur t]0, 1], donc Riemann-intégrable
sur [c, 1] pour tout ¢ > 0, et qu’elle est bornée.

2.21 Produit de fonctions Riemann-intégrables

2.61 PROPOSITION
Soient f et ¢ deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b], leur produit est Riemann-
intégrable sur [a, b].
En particulier, si f € R([a,b]) alors pour toun € N, f* € R([a,b]).

Démonstration: Montrons tout d’abord le résultat pour des fonctions f et ¢ Riemann-intégrables
et positives. Les fonctions f et g sont bornées et positives : il existe donc deux constantes
Met M tellesque 0 < f < Met0 < g< M.

Il existe alors quatre suites de fonctions en escaliers (i), (vn), (¢n), () telles que,
pour tout entier n
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0<u, <f<v,<Met0<¢, <g<9, <M, avec

lim I(vy, —uy) = lim I(¢, —¢y) =0.

n——4o00 n—r4o00

Donc
UnPn < fg < UnPu,

et les fonctions u, ¢, et v, sont en escalier.
On a alors

0< UnPy — Unpy = Un(ll]n - 4771) "’4711(7)11 - un) < M(lpn - (pn) “I‘M/(vn - un)/

et en utilisant la croissance et la linéarité de 'intégrale, on en déduit

b b b
0< /ﬂ (OntP — ttnp) (x)dx < M/a (n — ) (X)dx + M’/ (0n — 1) (x)dx.

a

Le théoreme "des gendarmes" montre que la suite | ab (VnPn — tnn)(x)dx converge vers
0, donc que fg est Riemann-intégrable.

Si maintenant f et g sont Riemann-intégrables de signes quelconques, les fonctions
f+, —f-, g+, —g- sont Riemann-intégrables et positives, donc leurs produits aussi.
Mais

f=frt+fetg=g8++g-,

donc

f& = f+8++f+8-+f-g+ +f-8-

est Riemann-intégrable comme somme de fonctions Riemann-intégrables. m
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